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NOTATIONEN UND ABKURZUNGEN

Die folgenden Bezeichnungen sind fiir die ganze Arbeit giiltig:

R = Der Korper der reellen Zahlen,
[a, 0] = {x €R:a <z <b}, das abgeschlossene Intervall von

a bis b,
(a,b) = {z €R:a <z <b}, das offene Intervall von a bis b,
[a,b) = {x € R:a <z < b}, das halboffene Intervall von a bis b,
(a,0) x (c;d) = {(z,y) €R*:x € (a,b),y € (c,d)},
(x,y) = z'y= i x;1;, das Skalarprodukt von  und y € R”,

1=1

||| = (z,x) = /> a?, die Norm des Vektors x € R",
i=1

| ] = max k, die untere Gaukklammer,
kEZ,k<x
Ck(M) = Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen
von M nach R,
2f@ = 0.f(a) = fa) = im Mttheo) oI gie
partielle Ableitung von f € C"™(R™) nach x;,
Vf = (a%lf(a),...,%f(a))?der Gradient von f: R" — R,
div f = > %f(a), die Divergenz von [ : R" — R",
i=1 "
A = (divV), der Laplace Operator,
(Z) = (n—n—k')'k“ , der Binomialkoeffizient von n tiber k,
ODE = gewohnliche Differentialgleichung

(ordinary differential equation),

PDE = partielle Differentialgleichung
(partial differential equation).



EINLEITUNG

Die Forschungsarbeiten der mathematischen Bildanalyse und -verarbeitung
beinhalten auch Computerprogramme, mit denen die aktuelle Forschung getes-
tet und angewandt wird. Im Falle der Bildverarbeitung sind dies meist Konso-
lenanwendungen, die dem Benutzer erlauben, Grauwertbilder im PGM-Format
bzw. Farbwertbilder im PPM-Format zu bearbeiten. Dabei geschieht die In-
teraktion mit dem Benutzer allein iiber die Konsole: Bilder einlesen, die ent-
sprechenden numerischen Methoden auswéhlen, die dazugehorigen Parameter
einstellen und das Endresultat abspeichern. Ist man mit dem Resultat nicht
zufrieden oder mochte einfach verschiedene Einstellungen testen, so muss das
Programm jedes Mal neu gestartet und alle Einstellungen erneut vorgenom-
men werden. Um beispielsweise ein Szenario zu testen, bei dem man nur be-
trachten will, was die Anderung eines einzelnen Parameters bewirkt, bedeutet
diese Vorgehensweise einen Mehraufwand im Vergleich zu einem System, das
es erlaubt, tatsidchlich nur die Parameter neu einzugeben, die verdndert wer-
den sollen. Dazu kommt, dass die volle Ausschopfung dieser Programme den
Programmieren sowie denen vorbehalten ist, die sich tagtéglich mit der dahin-
terliegenden Theorie auseinandersetzen. In vielen Fiéllen ist das ausreichend,
zum Beispiel dann, wenn es darum geht, Forschungsergebnisse darzustellen.
Bei manchen Verfahren, wie etwa der Osmose, ist es von Vorteil, die Bear-
beitung einfacher zu gestalten. Osmose hat fiir eine allgemeine Nutzerschaft
interessante Anwendungsgebiete, wie das Reduzieren und Entfernen von Schat-
ten und dem nahtlosen Ineinanderkopieren von Bildern.

Hier hakt diese Arbeit ein. Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in der Ent-
wicklung eines Bildeditors fiir Osmose und Diffusion. Die Benutzung der Bild-
verarbeitungsalgorithmen wird hierbei durch einfache Dateneingabe und Pa-
rametereinstellung sowie eine grafische Benutzeroberfldche erleichtert.

Der Editor wurde so konzipiert, dass er von zwei Benutzergruppen verwendet
werden kann. Zum einen von einem sogenannten Practitioner, dem es egal ist,
welche Algorithmen und numerischen Methoden im Hintergrund ablaufen und
der an einem Resultat in einem guten Schnelligkeits-Qualitéts-Verhéltnis in-
teressiert ist. Zum anderen von einem sogenannten Fxpert, der sich mit den
theoretischen Eigenschaften auskennt und daher mehr Einstellungsfreiheiten
bei der Wahl der numerischen Methode und den dazugehorigen Parametern



geniefen mochte.

Die Verfahren, die der Editor anbietet, reichen von linearer Diffusion und
homogenem diffusionsbasiertem Inpainting zu osmotischer Schattenreduktion
und nahtlosem Ineinanderkopieren zweier Bilder.

Es koénnen Bilder in verschiedenen Formaten eingelesen werden (PNG, JPG,
BMP, PPM und PGM) und in den PNG- und PPM-Formaten abgespeichert
werden. Dariiber hinaus gibt es auch die Moglichkeit, mit einem Pinsel in die
Bilder zu zeichnen und dadurch ganz eigene Kreationen zu erstellen.

Der schriftliche Teil der Arbeit liegt hiermit vor; wiahrend der Quellcode und
die ausfiithrbaren Dateien des Editors fiir Linux und Windows auf der beige-
legten CD zu finden sind.

In den ersten beiden Kapiteln werden die Prozesse der Diffusion und Osmo-
se erklart und ausgehend von diesem physikalischen Verstédndnis jeweils ein
Analogon zur mathematischen Bildverarbeitung gezogen. Es werden verschie-
dene Anwendungen der linearen Diffusion und Osmose beschrieben. Darunter
fallen der homogene Diffusionsfilter und diffusionsbasiertes Inpainting sowie
Schattenreduktion und nahtloses Ineinanderkopieren von zwei Bildern mittels
Osmose.

Kapitel 3 befasst sich damit, die kontinuierliche Theorie in eine diskrete Theo-
rie umzuwandeln. Dabei werden Diskretisierungen fiir die beiden Prozesse an-
gegeben und die Verfahren vorgestellt, die in dem Editor verwendet werden
konnen. Im Fall der Diffusion sind das das explizite Schema und zwei explizi-
te Beschleunigungen: FED und FSI. Im Fall der Osmose wird zusétzlich zum
explizten auch ein implizites Schema angeboten, das das entstehende Glei-
chungssystem mit Hilfe der BiCGStab-Methode 16st.

Zum Schluss wird in Kapitel 4 das Framework Qt vorgestellt, das fiir die Ent-
wicklung des Editors genutzt wurde. Im gleichen Zuge wird die grafische Ober-
fliche des Editors beschrieben und seine Benutzung erklart.

Danksagung
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unterstiitzt und begleitet haben.
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1 GRUNDLAGEN

In diesem Kapitel werden die physikalisch-chemischen Prozesse der Diffusion
und Osmose behandelt und ihre Analogien in der digitalen Bildbearbeitung
dargestellt.

1.1 Diffusion

1.1.1 Definition

Diffusion (lat. diffundere » ausstromen<):

,Unter Diffusion versteht man den Transportvorgang, in deren Verlauf Teil-
chen infolge ihrer Warmebewegung |...] von Orten hoherer Konzentration zu
Orten niedriger Konzentration gelangen, sodass allméhlich ein Konzentrations-
ausgleich stattfindet. ([II], Seite 115).

Somit beschreibt Diffusion einen Prozess, bei dem Konzentrationsunterschiede
ausgeglichen werden. Er wird mit Hilfe des 1. Fick’schen Gesetzes beschrieben:

j=-D- Vu. (1.1)

Dabei erzeugt das Konzentrationsgefille Vu := (ﬁxu,ayu)T den Diffusions-
fluss 3 = (j1, jg)T. Das Verhiltnis, in dem die beiden zueinander stehen, wird

durch den Diffusionstensor D, einer symmetrischen, positiv definiten 2 x 2
Matrix, angegeben. Es handelt sich um isotrope Diffusion, wenn 3 und Vu
parallel zueinander sind, D kann dann durch eine positive, skalarwertige Dif-
fusivitit g ersetzt werden. Im allgemeinen Fall, wenn 7 und Vu nicht parallel
sind, spricht man von anisotroper Diffusion mit Diffusionstensor D. Ist D iiber
die gesamte Bildfliche konstant, so spricht man von homogener Diffusion und
von inhomogener Diffusion, falls D nicht konstant ist [17].

Da der Diffusionsprozess einen reinen Transportvorgang beschreibt, der nur
die vorhandenen Teilchen miteinander vermischt, ohne neue Teilchen hinzu-
zufiigen oder zu entfernen, bleibt die Gesamtheit der Teilchen wahrend des



Prozesses gleich. Dadurch ergibt sich die Kontinuitdtsgleichung
Ou = —div g, (1.2)

wobei t die Zeit und divy = 0,71 + 0,j2 die Divergenz von j beschreibt. Zu-
sammen mit (1.1)) ergibt sich die Diffusionsgleichung

Oyu = div(D - Vu), (1.3)

welche in der Physik auch als Warmeleitungsgleichung bekannt ist.

Um diese physikalische Definition nun auf die digitale Bildverarbeitung anzu-
wenden, wird vorerst angenommen, dass ein Grauwertbild mit Pixelbreite N
und Pixelhdhe M bearbeitet werden soll. Der Definitionsbereich ist somit die
Bildfliche, ein rechteckiges Gebiet Q := [0, N) x [0, M) C R?. Das Bild selbst
wird als eine beschrinkte Funktion f : €2 — R beschrieben, die Werte im
Bereich [0,255] annimmt. Dabei werden die Grauwerte eines Bildes als Kon-

zentrationen interpretiert. Der Diffusionsfilter berechnet die gefilterte Version
u(z,y,t) vom Bild f(z,y) als Losung der Diffusionsgleichung (1.3) mit

u(z,y,0) = f(z,y) (1.4)

als Anfangsbedingung. Es werden gespiegelte Randbedingungen, sogenannte
homogene Neumann Bedingungen angenommen, d.h. es gilt 9,u = 0 fiir einen
Normalenvektor n am Bildrand 05, dabei ist 0,, := n' Vn.

Es wird auch @ := (x,y) € Q geschrieben.

In [I7] beschreibt Weickert das Konzept der Skalenriume. Er erklirt die Aqui-
valenz von Gaufs’schen Skalenrdumen zu linearer Diffusion: Ein Gauf-Filter
mit Varianz o? ist dquivalent zu einem linearen Diffusionsfilter mit Stoppzeit
T = %02. Daraus ergeben sich folgende theoretische Eigenschaften fiir das
Diffusionsmodell:

1. Gutgestelltheit und Regularitit: Es existiert eine eindeutige Losung
u(zx,t) mit u € C°(Q x [0,00)) und u(.,t) hangt stetig von f bzgl. der
L?-Norm ab.

2. Erhaltung des mittleren Grauwerts:
Da der Diffusionsprozess in Divergenzform vorliegt erhélt er den mittle-
ren Grauwert ;1; des Anfangsbildes f :

ﬁ/ﬁu(z,t)dx = ‘%l /Q f(®)de = py Yt >0. (1.5)

3. Maximum-Minimum-Prinzip:
Es geniigt einem Maximum-Minimum-Prinzip :

inf f < wu(ax,t) <supf Ve e Q, Vi>DO0. (1.6)



4. Lyapunov Funktionale

V(t) ::/Qr(u(a:,t))dw (1.7)

ist eine Lyapunov Funktion fiir alle konvexen Funktionen r € C?(R), d.h.
V (t) ist eine fallende, nach unten beschriankte Funktion.

5. Konvergenz gegen ein konstantes Bild:
u(x, t) konvergiert gegen den mittleren Grauwert von f:

lim w(zx,t) = py. (1.8)

t—o00

1.1.2 Beispiele

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, den Diffusionstensor D bzw. die Diffusi-
vitat g zu wahlen.

Um Rauschen aus einem Bild zu entfernen, wird g so gewahlt, dass an den Kan-
ten des Originalbildes weniger diffundiert wird als in den homogenen Flachen
des Bildes. Ein gutes Beispiel hierfiir ist die Perona-Malik-Diffusivitdt

1

|Vu‘2 )

9(|Vul?) = —
14

(1.9)

wobei A als Kontrastparameter gilt, d.h. die Stellen, an denen |Vu| > X gilt
werden vom Algorithmus als Kanten wahrgenommen, da dort grofse Kontrast-
unterschiede herrschen. Der Diffusionsprozess wird dort deutlich geschwécht
und die Kante bleibt auch in der gefilterten Version erhalten. Abbildung
zeigt, wie sich der Perona-Malik-Filter verhalt.

Ein Beispiel, das statt einer skalarwertigen Diffusivitdt g den Diffusionsten-
sor D nutzt, findet man in der anisotropen Diffusion. Abbildung zeigt
die gefilterten Versionen zweier verschiedener nichtlinearer, anisotroper Dif-
fusionsprozesse: Mean-curvature motion und Coherence-enhancing anisotropic

diffusion.

Um die nun angerissenen verschiedenen Arten der Diffusionsfilter auf einen
Blick zu zeigen und ihre Unterschiede herauszustellen, zeigt Abbildung
die Auswirkungen von linearer und nichtlinearer isotroper sowie nichtlinea-
rer anisotroper Diffusion auf ein Ausgangsbild, das aus einem Dreieck und
einem Rechteck besteht und zu 70 % durch Rauschen gestort wurde. Lineare
Diffusion kann zwar das Rauschen komplett entfernen, verwischt aber auch
die Kanten der geometrischen Figuren. Es ist nicht klar zu sagen, wo genau
die urspriinglichen Kanten verlaufen. Nichtlineare isotrope Diffusion (g wird



original

A =10

Abb. 1.1. Beispiel des Diffusionsvorganges anhand der Perona-
Malik-Diffusivitat: Die obere Reihe zeigt den Einfluss der Zeit auf das
Original-Bild (A = 4), die untere Reihe den des Kontrastparameters A (¢ = 20)
[15].

durch die Perona-Malik Diffusivitat beschrieben) hingegen belésst die ur-
spriinglichen Kanten in anndhernd ihrem Originalzustand. Allerdings hat die
an den Kanten herabgesetzte Diffusion den Nachteil, dass diese immer noch
stark verrauscht sind. Nichtlineare anisotrope Diffusion besitzt die Vorteile der
beiden vorher genannten Verfahren. Sie kombiniert die gute Rauschreduktion
der linearen Diffusion mit der Kantenerhaltung der nichtlinearen isotropen
Diffusion. Allerdings werden Ecken mehr abgerundet als im nichtlinearen iso-
tropen Fall, da anisotrope Diffusion das Bild entlang der Kanten glattet [15].

Obwohl nichtlineare (an)isotrope Diffusion interessante und spannende An-
wendungsgebiete eréffnen, beschrankt sich die vorliegende Arbeit auf den Ein-
fachsten der Diffusionsvorgéange: Lineare Diffusion mit Diffusionstensor D = I.
Damit gilt fiir die Diffusionsgleichung
Ou = div(Vu)
= Au (1.10)

= Ugy + Uyy,

wobei A den Laplace-Operator beschreibt [17].
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Abb. 1.2. Beispiel fiir Anisotrope Diffusion: Links: Original. Mit-
te: Anisotrope Diffusion mittels Mean-curvature motion, t = 5. Rechts:
Coherence-enhancing anisotropic diffusion, o = 0.5,p = 4,t = 20 [17].
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Abb. 1.3. Beispiel fiir verschiedene Diffusivititen: Oben Links: Ori-
ginal. Oben Rechts: Lineare Diffusion. Unten Links: Nichtlineare isotrope
Diffusion. Unten Rechts: Nichtlineare anisotrope Diffusion [17].
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Abb. 1.4. Beispiel: Diffusionsbasiertes Inpainting mit folgenden Diffusionsten-
soren: Von links nach rechts: Startbild; Linear isotrop: D = I; Nichtlinear
isotrop D = ¢(|Vu|*)I; Nichtlinear anisotrop: D(|Vul|?) [§].

1.1.3 Diffusionsbasiertes Inpainting

In der Bildkompression wird diffusionsbasiertes Inpainting genutzt, um ein Bild
von einer sehr kleinen Menge an bekannten Daten zu rekonstruieren. Diese
Daten liegen in der Teilmenge K C (2, die auch Inpainting-Maske genannt
wird. Wahrend des Diffusionsvorgangs breiten sich die bekannten Daten auf
den noch unbekannten Teil des Bildes aus, wahrend die Daten in der Maske
unverdndert bleiben. Diese Ausbreitung wird durch

u(x) = f(x) falls x € Q,

1.11
Owu  =div(DVu) fallsz € Q\K (1.11)

beschrieben. Da das Bild f moglichst genau rekonstruieren werden soll, ist
man an dem stationdren Zustand dieses Gleichungssystems interessiert. Dieser

erfiillt Jyu = 0, womit (|1.11)) auch als Interpolation
xi(®) - (u(x) = f(z)) = (1 = xx(2)) - div(DVu) = 0 (1.12)

mit der charakteristischen Funktion yg:

1, fallsx e K
_h ! 113
(@) {0, falls = ¢ K, (1.13)

beschrieben werden kann. Die Losung u geniigt somit v = f in den gegebenen
Pixeln und div(DVu) = 0 in den unbekannten Pixeln.

Abbildung zeigt diffusionsbasiertes Inpainting mit verschiedenen Diffusi-
onstensoren. Die Inpainting-Maske ist dabei durch die nicht-verrauschten Pixel
im Startbild gegeben. Man sieht, dass der Diffusionstensor eine wichtige Rolle
beim Inpainting spielt. In den beiden isotropen Féllen geht die angedeutete
Struktur der Maske fast komplett verloren, wobei es im nichtlinearen Fall zu
erahnen ist, wie die Struktur aussehen konnte. Das beste Ergebnis liefert die
nichtlineare anisotrope Diffusion mit dem Diffusionstensor fiir Edge-enhancing
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anisotropic diffusion. Dieser Tensor adaptiert die Struktur, die gegeben ist und
fiihrt sie weiter, was in dem gewéahlten Beispiel ein optimales Ergebnis bewirkt.
Eine gut gewéhlte Maske sowie ein gut gewéahlter Diffusionstensor reichen also
aus, um sinnvolle Bildkompression zu betreiben. Da man nur die Bilddaten
in den Maskenpunkten benétigt, reicht es aus, diese zu speichern und anzu-
geben, mit welchem Diffusionstensor die Rekonstruktion durchgefiihrt wird.
Schwieriger ist es, sinnvolle Maskenpunkte zu finden, die eine mdoglichst gute
Rekonstruktion ermdéglichen. [§].

Der Editor dieser Arbeit ermoglicht diffusionsbasiertes Inpainting mit Diffusi-
onstensor D = I.

1.2 Osmose

1.2.1 Definition

Osmose (griech. osmos »Stofi«):

,Unter Osmose versteht man einen auf das Losungsmittel beschrankten Diffu-
sionsvorgang, der auftritt, wenn zwei gleichartige Losungen unterschiedlicher
Konzentration durch eine semipermeable Membran getrennt sind. Durch die-
se konnen nur Molekiile des Losungsmittels von einer Losung in die andere
diffundieren; der geloste Stoff, dessen Molekiile zu grofs sind, wird zuriick-
gehalten. Um einen Konzentrationsausgleich zu bewirken, diffundieren mehr
Losungsmittelmolekiile in den Bereich héherer Konzentration als umgekehrt.
[...]“ ([II], Seite 327).

Somit gilt auch Osmose als ein Diffusionsprozess; der Konzentrationsaustausch
geht allerdings gerichtet vonstatten. Sie beschreibt einen Transportvorgang
durch eine semipermeable (halbdurchlissige) Membran, sodass in ihrem sta-
tionaren Zustand die Fliissigkeiten zu beiden Seiten der Membran verschiedene
Konzentrationen haben. Man kann deswegen auch von unsymmetrischer Dif-
fusion sprechen.

Um das Gleichgewicht der Osmose zu beschreiben, muss erst bestimmt werden,
wie der Fluss der Konzentrationen dargestellt wird. Die semipermeable Mem-
bran wird durch ein Fluss-Vektorfeld d beschrieben, das die Osmose steuert.
Der Fluss j setzt sich dabei wie folgt zusammen:

Aus dem 1. Fick’schen Gesetz

Jaig = —D-Vu (1.14)
und dem Fluss-Vektorfeld d, der zu dem Konvektionsterm

jkonv =d-u (115)

13



fithrt. Zusammen ergibt sich

j = jdif +jkonv

(1.16)
— D -Vu+d-u.

Da Osmose als Abwandlung eines Diffusionsprozesses einen reinen Transport-
prozess beschreibt und daher die Gesamtheit der Teilchen nicht beeinflusst,
gilt auch hier die Kontinuitdtsgleichung (1.2) und es ergibt sich die Drift-

Diffusionsgleichung (auch Konvektions-Diffusionsgleichung genannt)
Owu =div(D - Vu—d - u). (1.17)

Betrachtet man wie im vorliegenden Fall einen linearen Osmoseprozess, wird
aus dem Diffusionstensor D der Einheitsoperator und (1.17) wird zu

Ou = Au —div(d - u). (1.18)

In der statistischen Physik nennt man diese Gleichung auch die Fokker-Planck-
Gleichung, in der Wahrscheinlichkeitstheorie die Kolmogorov- Vorwdrtsgleichung.

Auch diese physikalisch-chemische Definition kann auf die digitale Bildverar-
beitung angewendet werden. Wie oben wird dabei die semipermeable Membran
durch das Vektorfeld d dargestellt, welches fiir jedes Pixel im Bild angibt, in
welche Richtung es ,,flieflen” darf. Dieses Vektorfeld heifft von nun an Drift-
Vektorfeld.

Analog zum Diffusionsvorgang entsprechen auch hier die Grauwerte den Kon-
zentrationen. Das Bild muss allerdings ein positives Bild f : Q — R* sein. Die
Bildfunktion f darf also nur positive Werte annehmen, also kann es gegebenen-
falls von Néten sein, das Originalbild zu skalieren, z. B. von [0, 255] — [1, 256].
Die semipermeable Membran wird durch das Drift-Vektorfeld d : Q — R?
dargestellt, wobei hier fiir die Randvektoren n'd = 0 auf 99 gilt. Der Osmo-
sefilter berechnet analog zum Diffusionsfilter das gefilterte Bild u(z, y, t) durch
f(x,y) als Losung der Drift-Diffusionsgleichung auf Q x (0,7) mit

u(z,y,0) = f(z,y) (1.19)

als Anfangsbedingung und homogenen Neumann Bedingungen 0,u = 0 auf
0f) fiir eine Normale n.

Dieses Modell bringt folgende Eigenschaften mit sich [14]:

1. Erhaltung des mittleren Grauwerts:
Wie bei der Diffusion liegt der Osmoseprozess in Divergenzform vor und
hélt deswegen den mittleren Grauwert 11y des Anfangsbildes f aufrecht:

ﬁ/ﬂu(z,t)dx = ﬁ[)f(m)dx =:puy Vt>0. (1.20)
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2. Erhaltung der Positivitat:
Obwohl es fiir den Osmoseprozess kein Mazimum-Minimum-Prinzip gibt,
da er dagegen verstofsen kann, bleibt seine Losung fiir alle Zeiten ¢ positiv:

u(x,t) >0 Vee, Vi>D0. (1.21)

3. Konvergenz gegen einen nichttrivialen stationiren Zustand:
Der einzige Unterschied zwischen homogener Diffusion und kontinuierli-
cher linearer Osmose ist das Drift-Vektorfeld d. Dieses Vektorfeld ist das
Werkzeug, welches die Konvergenz der Osmose steuert: Geniigt d

d=V(nv) = % (1.22)

fiir ein positives Bild v, so konvergiert der Osmoseprozess gegen v bis auf
eine multiplikative Konstante, die die Erhaltung des mittleren Grauwerts
des Anfangsbildes f sichert. Also kreiert Osmose nichttriviale stationére
Zusténde. Dies ist ein fundamentaler Unterschied zur linearen Diffusion,
die nur triviale, also einfarbige Bilder als stationdre Zustande liefert.

Im Gegensatz zur Diffusion ist der stationére Zustand der Osmose ein nicht-
triviales (nicht-konstantes) Bild. Dieser Zustand wird fast ausschlieflich durch
das Drift-Vektorfeld d bestimmt. Vom urspriinglichen Anfangsbild f wird nur
der mittlere Grauwert sy iibernommen. Da das Drift-Vektorfeld eine so grofe
Rolle beim Modellieren der Osmosefilter spielt, wird es im machsten Kapitell
genauer untersucht. Dabei werden auch die Hauptanwendungsgebiete der Os-
mose in der digitalen Bildverarbeitung herausgestellt.

1.3 Bemerkungen

1.3.1 Farbbilder

Obwohl im Vorangegangenen nur von Grauwertbildern gesprochen wurde, kann
man sowohl bei der Diffusion als auch bei der Osmose die genannten Verfahren
auch auf Farbbilder anwenden. Ein Farbbild wird als Funktion f : Q — R3 in-
terpretiert, dabei beschreibt jede Komponente einen Kanal im RGB-Farbraum.
Um Farbbilder zu filtern, wendet man im linearen Fall den Filter auf jeden Ka-
nal separat an.

Im nichtlinearen Fall ist diese separate Anwendung nicht die optimale Lo6-
sung, da die Kanéle an unterschiedlichen Stellen verschiedene Strukturelemen-
te besitzen konnen. Daher werden fiir nichtlineare isotrope Diffusion gekoppelte
Diffusivititen und fir nichtlineare anisotrope Diffusion gekoppelte Diffusions-
tensoren verwendet. Es ergeben sich die Diffusionsgleichungen

Oyu; = div(G - V), Vie{l,...,m} (1.23)
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mit m Kanélen und der gekoppelten Diffusivitit G. Bei RGB-Bildern gilt
m = 3. Gerig et al liefern in [3] mit G = ¢ (2 |Vu;€|> ein Beispiel fiir die

k=1

gekoppelte Diffusivitét im isotropen Fall. Dabei synchronisiert Z |Vuy| die

Evolution in allen Kanélen. Ein Beispiel fiir den anisotropen Fall wird von

Weickert in [16] mit G = ¢ (Z Vuy Vuk) gegeben.
k=1

1.3.2 Implementierung und Diskretisierung

In diesem Kapitel wurde nur die kontinuierliche Formulierung der Diffusion
und Osmose erldutert. Da die Bilder, die bearbeitet werden, in einer digitalen,
also einer diskreten Umgebung vorliegen, werden in explizite und
implizite Diskretisierungen fiir Diffusion sowie Osmose behandelt.
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2 ANWENDUNGEN DER OSMOSE

In diesem Kapitel geht es darum wie das Drift-Vektorfeld den Osmoseprozess
steuert. Es wird erst allgemein ein Modell beschrieben, wie man zu einem gege-
benem Bild ein Vektorfeld findet, das im stationéren Zustand das Originalbild
wiedergibt; dann werden Verédnderungen an den Drift-Vektoren vorgenommen,
die verschiedene Anwendungsgebiete ermoglichen wie zum Beispiel das Ent-
fernen von Schatten aus einem Bild oder nahtloses Ineinanderkopieren von
zwei verschiedenen Bildern. Schliefslich wird eine Moglichkeit gezeigt, wie man
mittels Osmose effiziente Bildkompression betreiben kann.

2.1 Kanonische Drift-Vektoren

In[Kapitel Ijwurde eine Theorie fiir die kontinuierliche lineare Osmose beschrie-
ben. Es wurde gezeigt, dass der Osmose Prozess gegen einen nichttrivialen
stationdren Zustand konvergiert. Geniigt das Drift-Vektorfeld d der Gleichung

v

d=V(lnv) =
v

(2.1)

fiir ein positives Bild v, so konvergiert der Prozess gegen v bis auf den mitt-
leren Grauwert. Deswegen wird v als Steuerungsbild und dfv] := ¥ als sein
kanonisches Drift-Vektorfeld beschrieben. Somit gibt d[v] vor, wie der statio-
nare Zustand einer osmotischen Evolution aussieht.

Abbildung [2.1] veranschaulicht diesen Sachverhalt anhand des RGB-Bildes des
Mandrills. Nutzt man den Vorgang fiir Farbbilder, wird fiir jeden der drei
RGB-Kanéle ein separates Drift-Vektorfeld berechnet. Als Anfangsbild wird
ein konstantes Bild genommen, welches die mittleren Grauwerte des Mandrill-

Bildes in jedem Kanal besitzt.

Interessant wird Osmose dann, wenn man Verédnderungen am Drift-Vektorfeld
vornimmt. Dies kann zum Beispiel geschehen, indem man die Vektoren an
manchen Stellen auf Null setzt oder die kanonischen Drift-Vektoren von zwei
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Abb. 2.1. Konvergenz gegen ein gegebenes Bild v. Das Originalbild (512 x
512 Pixel) ist durch ein konstantes Bild mit den mittleren Grauwerten des
Mandrill-Bildes in jedem RGB-Kanal gegeben. Das kanonische Drift-Vektorfeld
wurde fiir jeden Kanal separat aus den Kanélen des Mandrill-Bildes berechnet.
Von oben links nach unten rechts: ¢t = 0; 2,72; 15,3; 69, 1; 1140; 250.000

I1s].

verschiedenen Bildern verwendet. Solche Verdnderungen ergeben im Allgemei-
nen nicht-integrierbare Daten, aber trotzdem wird der Osmoseprozess einen
stationdren Zustand erzeugen, der versucht, einen moglichst guten Kompro-
miss zwischen den auftretenden Konflikten darzustellen. Dies fiihrt zu den
folgenden Anwendungsgebieten der Osmose.

2.2 Schattenreduktion

In [I8] wird beschrieben, wie Schatten aus einem Bild durch Osmose ent-
fernt werden konnen. Im Allgemeinen sind Schatten multiplikative Anderun-
gen der urspriinglichen Bildfarbe. Da Osmose invariant unter multiplikativen
Grauwert-Skalierungen ist, haben Schatten in einem Bild nur an ihren Grenzen
Auswirkungen auf die Drift-Vektoren des Bildes. Setzt man die Drift-Vektoren
an den Schattengrenzen auf Null, reduziert man innerhalb der Grenzen die
Schatten. Wahlt man dabei die Stoppzeit grof genug, so wird der Schatten
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Abb. 2.2. Schatten Entfernung. Oben links: Original Bild (400 x 299 Pixel)
[18]. Oben rechts: Selbst definierte Schattengrenzen. Unten: Osmotische Re-
konstruktion mit dem Original Bild als Anfangsbild mit dem Programm dieser
Arbeit.

komplett entfernt. An den Stellen, an denen der Drift-Vektor auf Null gesetzt
wurde, wird homogene Diffusion ausgefiihrt. Aus diesem Grund sollte man die
Schattengrenzen nicht zu breit eintragen, denn dann ergibt sich ein Bild, was

an den Grenzen sehr unscharf ist, wihrend der Rest des Bildes die urspriing-
liche Schérfe behélt.

In Abbildung[2.2)sicht man, wie Osmose Schatten aus einem Bild entfernt. Da-
bei fallt auf, dass die Rekonstruktion in den Regionen, die nicht vom Schatten
betroffen sind, dunkler aussieht als das Original. Dies liegt daran, dass Osmo-
se den mittleren Grauwert des Originals erhélt und dieser aufgrund des noch
vorhandenen Schattens niedriger ist als der gewiinschte mittlere Grauwert der
Rekonstruktion ohne Schatten. Dies kann behoben werden, indem man die
Rekonstruktion so skaliert, dass die Farbwerte in der Region, die nicht vom
Schatten betroffen ist, in beiden Bildern iibereinstimmen.

2.3 Nahtloses Ineinanderkopieren von Bildern

Das zweite Beispiel, das Weickert et al. in [I8] anfiihren, um zu zeigen, wie
man Osmose mit verdnderten Drift-Vektoren anwenden kann, findet sich im
nahtlosen Ineinanderkopieren von zwei Bildern. Dabei méchte man einen oder
mehrere Teile aus einem Bild in ein anderes kopieren, ohne dass es eine harte
Kante oder einen sichtbaren Ubergang gibt. In Abbildungwird das Problem
dargestellt: Zwei Bilder f; und f; sollen in solcher Art und Weise ineinander
kopiert werden, sodass fo Bildinformationen in f; ersetzt. Dabei liegt das Ori-
ginalbild f; in der rechteckigen Umgebung (2. Der Teil von fs, der eingefiigt
werden soll, ist durch den Bereich I' mit Rand OI' gegeben.

Dazu setzt man das Drift-Vektorfeld folgendermafen zusammen: Man nutzt
die kanonischen Drift-Vektoren von f; in Q\I' und die von fy in I'. An der
Grenze OI' wird das arithmetische Mittel der beiden Drift-Vektoren verwen-
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Abb. 2.3. Diagramm: Ineinanderkopieren

Abb. 2.4. Nahtloses Ineinanderkopieren. Links auften: Bild 1, Euler (460 x
600 Pixel)[19]. Links Mitte: Bild 2, Lagrange [20]. Rechts Mitte: Osmoti-
sche Rekonstruktion mit Bild 1 als Anfangsbild. Rechts aufien: Maske.

det. Nimmt man als Anfangsbild f; auf der gesamten Bildflidche €2, so bekommt
man als stationdren Zustand das ineinanderkopierte Bild von f, in f;.

Dies kann unter Anderem dazu genutzt werden, um einer Person ein anderes
Gesicht zu geben wie in Abbildung [2.4] deutlich wird. Hier wurde das Ge-
sicht von Lagrange in das Bild von Euler kopiert. Es ist zu erkennen, dass
die Farbwerte des ersten Bildes erhalten bleiben. Da das Bild von Lagrange
im Gesicht kontrastreicher ist, als das von Euler, ist auch die Rekonstruktion
an dieser Stelle kontrastreicher. Das lasst sich darauf zuriickfiihren, dass die
kanonischen Drift-Vektoren diese Kontraste automatisch mitliefern.

In Abbildung fallt auf, dass die Erhaltung des mittleren Grauwertes da-
zu flihren kann, dass die Rekonstruktion des ineinanderkopierten Bildes heller
oder dunkler aussieht als erwartet. Im vorliegenden Fall ist der Bereich des
Anfangsbildes, welcher nicht das Gesicht beinhaltet sehr dunkel. Dadurch dass
das Gesicht jedoch sehr hell ist, ist der mittlere Grauwert des ersten Bildes ins-
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gesamt heller, als wenn man nur den Bereich ohne das Gesicht sieht. Deswegen
denkt man bei der Rekonstruktion, dass das Bild aufgehellt wurde.

Abb. 2.5. Nahtloses Ineinanderkopieren. Oben links: Bild 1, Nane (512 x 512
Pixel). Oben rechts: Bild 2, Katze. Unten links: Osmotische Rekonstruktion
mit Bild 1 als Anfangsbild. Unten rechts: Maske.

2.4 Codierung

Osmose kann auch zur Bildkompression verwendet werden. Das Verfahren hier-
zu wird in [I8] kurz angerissen. Dazu wird &hnlich wie bei anderen PDE-
basierten Methoden vorgegangen. Zuerst werden die Kanten des zu kompri-
mierenden Bildes lokalisiert. Dazu kann man zum Beispiel Cannys Ansatz zur
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Abb. 2.6. Codierung Mittels Osmose. Links: Original (512 x 512 Pixel).
Mitte: Canny-Kanten, die etwa 9,6 % des Bildes ausmachen [I]. Rechts:

Rekonstruktion mit mittlerem Grauwert des Originals und seinen kanonischen
Drift-Vektoren in den Kanten [I8§].

Kantenerkennung nutzen [I]. Sind die Kantenpositionen bekannt, speichert
man ein Bild ab, das zusétzlich zu den Kanten ihre beiden Nachbarpixel aus
dem Originalbild speichert. Dadurch sind die Farben auf beiden Seiten der
Kante gegeben. Zudem werden auch die Randpixel gespeichert. Zur Rekon-
struktion wird dieses Bild mittels Diffusion interpoliert. Das bedeutet man
16st die Diffusionsgleichung fiir alle Pixel, die noch nicht bekannt sind,
wiahrend die schon gegebenen Pixel unverdndert bleiben [7]. Um Osmose fiir
einen solchen Kompressionsprozess zu nutzen, reicht es aus, die Lange der
Drift-Vektoren in den Kanten zu speichern. Die Richtung der Vektoren ergibt
sich aus den Kanten selbst, da die Drift-Vektoren orthogonal zu den Kanten
stehen. Alle anderen Drift-Vektoren werden auf Null gesetzt, sodass an diesen
Stellen die Diffusions-Interpolation stattfindet.
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3 ALGORITHMEN

In wurden das Diffusions- und Osmoseverfahren anhand ihrer physi-
kalischen Definitionen erkléart und daraufhin die Anwendbarkeit in der digitalen
Bildbearbeitung beschrieben. Da die digitale Welt keine stetigen Gleichungen
versteht, miissen diese beiden Verfahren nun diskretisiert werden. Somit wird
in diesem Kapitel die diskrete Theorie fiir Diffusion und Osmose sowie die Al-
gorithmen, die von dem Programm dieser Arbeit benutzt werden, vorgestellt.

3.1 Diffusion

3.1.1 Diskretisierung

Die Diffusionsgleichung liegt in kontinuierlicher Form vor. Um sie in
einer Implementierung, d.h. in einer diskreten Umgebung anwenden zu konnen,
benotigt man eine diskrete Darstellung der Gleichung. Dazu wird mit Hilfe
der Taylor-Reihen-Entwicklung eine Approximation der ersten und zweiten
Ableitung durch finite Differenzen hergeleitet. Die rdumliche Diskretisierung

von (|1.10) ergibt sich damit als

Uity — 2Uij + Wisrj | Wige1 — 2Uij + Uij
h? h?2
1 2

Dabei steht u; j := u(z;, y;) fiir das Bild u im Pixel (4, j), mit @; := (i — 2)hy,
y;j == (j — 3)ho und den Schrittweiten by in z-Richtung und hs in y-Richtung.
Somit lasst sich (3.1) als Matrix-Vektor-Produkt

Ou = A u(t) (3.2)

mit
u(0) = f

als Anfangsbedingung schreiben, wobei v und f je durch einen Vektor u, f €
RP mit p := N - M als die Anzahl der Pixel dargestellt werden. Die Pixel (i, j)
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werden dabei von einem einfachen Index k(7, j) dargestellt. Betrachtet man die
Menge N, (k) als die Menge der Nachbarn in n-Richtung, so ergibt sich A als
symmetrische p x p-Matrix mit den Eintrdgen

. falls | € N, (k),

L
h3
=1y L fallsi=+k (3.3)
S ) MR

0, ansonsten.

Dabei sieht man, dass sich die Spalten von A zu 0 aufsummieren und die Ein-
trage auferhalb der Diagonalen nichtnegativ sind.

Da der Diffusionsprozess eine zeitliche Evolution darstellt, muss auch die linke
Seite in diskretisiert werden. In dieser Arbeit werden zwei Arten behan-
delt, wie man diese zeitliche Diskretisierung vornehmen kann. Zuerst wird das
explizite Schema

= Auf (3.4)

mit 7 als Zeitschritt und k als Iterationsschritt zur Zeit k7 betrachtet. Setzt
man P := 1 + 7 A, mit der Einheitsmatrix I, ergibt sich

uftt = P u” (3.5)

und (3.1]) wird zu

k+1 T T k

-
+ 2 (uf+1,j + qu,j) (3.6)
1

-
+ 12 (uf,j+1 + uf,jfl)‘
2

Nutzt man wie im vorliegenden Fall homogene Neumann Randbedingungen (s.
Kapitel 1)), werden sie in den Randféllen z,y =0 und @ = Nhy, y = Mhy zu

k k k k

uy - — U u S Uy
1, 0, N+1, N, ,
#ZQ#:O V]E(O,M),
ha ha
k k k k
Uy — U u; — U,
2,1 4,0 i, M+1 i, M .
—— =0, ——F+———=0 Vi e (0,N).
ha ha
: k. ok ok ik koo ok ok gk -
Das ergibt ug ; = uy ;, uy g, = ui,; und iy = gy, Uy = Uiy Vi E

(0, N), j € (0, M). Damit kann nun das explizite Schema implementiert wer-
den, ohne extra auf die Randfille eingehen zu miissen.
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Die zweite zeitliche Diskretisierung ist durch das implizite Schema

= A uft! (3.7)

gegeben. Es ergibt sich ein lineares Gleichungssystem mit der Unbekannten
uktl Ist die Matrix invertierbar, gilt (3.5) mit P := (I —7A)"L.
Dadurch ergeben sich folgende Eigenschaften:

Proposition 1
Sei f € R?, u* wird durch

u’ = f,

3.8
uftt = P(uf) u*, Yk >0 (3:8)

berechnet, wobei P folgende Eigenschaften erfiillt:

(D1) P ist stetig in u* Vi, j.

(D2) P ist symmetrisch.

(D3)  Alle Spaltensummen von P ergeben 1.
(D4) P hat nur nichtnegative Eintrége.
(D5) P hat eine positive Diagonale.

(D6) P ist irreduzibel.

Dann gelten:
(a) Es existiert eine eindeutige Losung u*, die stetig von f abhingt Vk > 0.

(b) Der mittlere Grauwert py des Anfangsbildes f bleibt erhalten:
1 ¢ 1<
N uh==-) fi= Vk > 0. 3.9
) ; ; ; y (3.9)

(c) Es gilt das Maximum-Minimum-Prinzip:

min f; < uf < max f; Vie{l,...,p},Vk > 0. (3.10)

1<j<p T1<i<p
(d) Die Folge
VE=Y " r(uf) (3.11)

ist eine Lyapunov-Folge fiir alle konvexen Funktionen r € C": Fallend und
nach unten beschrankt.
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(e) Die Losung von (3.8) konvergiert gegen einen konstanten stationédren
Zustand
lim ul =pup  Vie{l,...,p} (3.12)
— 00

Beweis:
Der Beweis kann in [I7] nachgelesen werden.

O

Mit diesen theoretischen Eigenschaften lasst sich eine Proposition formulieren,
die fiir Systeme, wie in (3.2)) leicht iiberpriifbare Bedingungen zur Konvergenz
der Diffusionsevolution ergeben.

Proposition 2
Sei f € R? und betrachte man das System

Ou = A(u) u,
u(0) = f,

wobei A folgende Eigenschaften erfiillt:

S1) A ist lipschitz-stetig in w fiir jede beschrénkte Teilmenge in R?.
) A ist symmetrisch.

) Alle Spaltensummen von A ergeben 0.

)

)

(3.13)

A hat nichtnegative Eintrége aufserhalb der Diagonalen.
A ist irreduzibel.

Dann gelten:
(a) Das explizite Schema (3.4)) erfiillt (D1)-(D6), falls gilt

1
T —. (3.14)
max |am’|

(b) Das implizite Schema (3.7) erfiillt (D1)-(D6) fiir jeden Zeitschritt 7 > 0.

Beweis:
Der Beweis kann in [I7] nachgelesen werden.

O
Man beachte, dass diese theoretischen Resultate nicht nur fiir den linearen Fall
in gelten, sondern auch fiir den allgemeineren Fall, der in beschrie-
ben wurde [17].
Hat man die rdumlichen Schrittweiten hy = hy = 1, so ergibt sich fiir die
Zeitschritt-Beschriankung im expliziten Schema 7 < i.
Man sieht also, dass das explizite Schema (3.6|) zwar einfach und leicht zu im-
plementieren, allerdings auch ineffizient ist, um grofte Stoppzeiten zu erreichen.
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Mo6chte man zum Beispiel eine Stoppzeit von 1000 erreichen, braucht man im
expliziten Fall mit der Beschrankung 7 < i mehr als 4000 Iterationen. Da im
impliziten Fall beliebig grofe Zeitschritte gewahlt werden konnen, ist dies we-
sentlich effektiver, sofern man einen effizienten und schnellen Loser fiir lineare
Gleichungssysteme zur Verfiigung hat. Da es sich hier um ein symmetrisches
Gleichungssystem handelt, kann man z.B. die Cholesky-Zerlegung verwenden
[10]. Im Folgenden werden Beschleunigungen fiir den expliziten Fall untersucht.

3.1.2 FED - Fast Explicit Diffusion

Das in gezeigte explizite Schema ist zwar einfach zu implementieren
und eignet sich gut fiir parallele Programmierung, z. B. auf Grafikkarten, aber
es ist trotzdem sehr langsam. Die Beschrankung der Zeitschrittgrofe auf 7 < }1
fithrt in n Schritten nur zu einer Stoppzeit der Ordnung O(n). Das macht das
explizite Schema ineffizient.

Grewenig et al. stellen in [4] ein explizites Verfahren vor, das eine Stoppzeit
der Ordnung O(n?) erreicht: Das Fast Ezplicit Diffusion Scheme (FED Sche-
ma,). Zur einfachen Herleitung wird das explizite Schema der eindimensionalen
linearen Diffusion

betrachtet. Ein Gitter der Grofse h liefert hierfiir die Diskretisierung

k+1 k k k k

T h?
Dies kann auch als Gaufs’sche Faltung mit Kern

(3.16)

T T
1 =25 | w

SR

betrachtet werden.

Sei By, 11 ein Box-Filter der Lange 2n + 1. Er wird durch den Kern

_1 o _1 _1 o _1
2nt1 | 2041 | | 204l | 2n41

repréasentiert. Durch die Symmetrie dieses Kerns ist sein Erwartungswert = 0
und seine Varianz ist durch

[e.9] n

1
var(Bani1) = Z (kh — 1) - Bopy1(kh) = Z (kh —0)*- T
k=—o00 k=—n
RN 202 &

= k2 — k2 (3.17)

2n+1 k;n on +1 ];
20 n(n+1)2n+1) 2 n(n+1)
S+l 6 - 3
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gegeben. Laut dem zentralen Grenzwertsatz konvergieren iterierte Box-Filter
gegen einen Gaufs-Filter. In der Praxis liefern schon 3 bis 5 Iterationen eine
gute Approximation. Iteriert man m Box-Filter der Lange 2n + 1, ergibt sich
aufgrund der Additivitdt der Varianz unter der Faltung eine Anndherung an
den Gauk-Filter mit Varianz

0? =m - var(Bg,.1) (3.18)
an. Da die Gaul’sche Faltung mit Varianz o2 dquivalent zur linearen Diffusion
mit Stoppzeit T = %02 ist, konvergiert ein Box-Filter der Lange 2n + 1 also
gegen das Ergebnis des linearen Diffusionsfilters mit Stoppzeit

h* n*+n
tn = 5 : Var(B2n+1) = ? : 3 . (319)
Nun wéchst die Stoppzeit t,, quadratisch in n und da der Box-Filter nichtne-
gative Gewichte besitzt, die sich zu 1 aufsummieren, ist er immer stabil [14].

Grewenig et al. haben dazu folgendes Theorem aufgestellt [4]:

Theorem 1
Ein Box-Filter der Lange 2n + 1 kann in n explizite Diffusions-Kerne

T i Ti
Tl1-2% | o

mit sich verindernden Zeitschrittgrofen

T =

i ! j =0 (3.20)

5 2041
2 2cos (7T4n+2

und der entsprechenden Stoppzeit

n—1
h? (n+1
t, ::Zn:§( ) ) (3.21)

faktorisiert werden.

Beweis:
Der Beweis hierzu kann in [4] nachgelesen werden.

0

Ein solcher Zyklus der Diffusionszeit t, wird FED Zyklus genannt. Wegen
seiner Aquivalenz zum Box-Filter ist auch FED stabil, obwohl etwa die Hilfte
der Teil-Zeitschrittgrofen 7, das Stabilitatskriterium 7, < %2 verletzen.

Man beachte, dass das FED Schema im linearen Fall keine Beschleunigung
des Diffusionsverfahrens bedeutet, denn die Implementierung von iterierten
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Box-Filtern ist genauso effizient. Allerdings kann man dieses Schema verallge-
meinern und erweitern, sodass es fiir beliebige Diffusionsfilter gilt.

Betrachtet man einen beliebigen isotropen oder anisotropen Diffusionsfilter,
zu dem ein explizites Schema der Form (3.4) mit stabiler Zeitschrittgrofe 7
vorliegt, kann dieses Schema analog zur eindimensionalen linearen Diffusion
beschleunigt werden: Man ersetzt die stabile Zeitschrittgrofse 7 durch einen
Zyklus von n sich verdndernden Teilzeitschrittgrofen 7y ... 7,_1. Wie im ein-
dimensionalen Fall werden diese Schrittgréften vom Box-Filter abgeleitet. Es
wird dabei die stabile Zeitschrittgrofe % der eindimensionalen Diffusion in
durch die nun geltende stabile Zeitschrittgrofe 7 ersetzt:

1

=T 2COS(7T

Ty (1=0,...,n—1). (3.22)
An+2

Dies fiihrt zu einem expliziten Schema, das ©**' aus «* in einem Zyklus mit n

Zwischenschritten der Schrittgrofen 7y ... 7,_1 berechnet:
uHH = (I +nA(u")) uF (3.23)

Einer dieser FED Zyklen kann als ein einziger Superzeitschritt betrachtet wer-
den, seine Schrittgrofe ist durch

= n®+n
t, = T=7T" 3.24
Z ! . (3.24)
gegeben. Wie im linearen Fall sollte dieses Schema iteriert werden um den
Diffusionsfilter gut zu approximieren, d.h. es sollten mehrere Zyklen hinterein-
ander angewandt werden. Allerdings sind meist 3 bis 5 Zyklen ausreichend.
Damit kann FED fiir lineare oder nichtlineare, isotrope oder anisotrope Dif-
fusionsfilter jeder Dimension genutzt werden; die einzige Einschriankung ist,
dass die Matrix A symmetrisch sein und wéhrend eines FED Zyklus konstant
bleiben muss [4].

Da man bei einer Implementierung nie exakt rechnen kann, muss man auch
hier auf Rundungsfehler achten. Diese treten vor allem dann auf, wenn die
Zeitschrittgrofsen 7; in aufsteigender Reihenfolge benutzt werden. Um diese
Fehler im Zaum zu halten, werden die 7; nach dem Prinzip der k-Zyklen per-
mutiert [2]. Dadurch ergibt sich ein Schema, das so einfach zu implementieren
ist, wie das explizite Schema, durch seine Struktur jedoch eine quadratische
Verbesserung der Evolutionszeit darstellt.

3.1.3 FSI - Fast Semi-iterative Diffusion

In [5] stellen Hafner et al. ein weiteres Schema zur Beschleunigung von Dif-
fusionsfiltern vor, das sogenannte Fast Semi-iterative Scheme (FSI Schema).
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Wie FED benutzt es als Grundlage den iterierten Box-Filter. Die Herleitung
erfolgt bis (3.19) analog zum FED-Schema, jedoch wird die Beschleunigung
durch Extrapolation der vorangegangenen Iterationen erreicht. Daraus wird
folgendes Theorem abgeleitet:

Theorem 2
Ein Box-Filter Bs,., der Lange 2n 4 1 kann iterativ durch n explizite lineare
Diffusionsschritte konstruiert werden:

B2l+3 = Oél(I — TA)BgH_l + (1 — al)Bgl_l (l = O, e, — 1) (325)
mit 7 := %2, o = %, B_, =1
Bemerkung:
Fir k =0ist By =1+ %QA ein einzelner Diffusionsschritt mit Schrittgrofe
2

5’7'.

Beweis:
Die Behauptung lisst sich durch Induktion beweisen [5].

U

Um lineare Diffusion zu approximieren, wird auch hier der Box-Filter iteriert,
d.h. (3.25) wird zyklisch angewendet, wobei der m-te Zyklus der Lange n durch

™M = o (I + T AW™F + (1 — ag)u™F 1 (3.26)
mit ™! = u”:(l),oak = gzﬁ fir k =0,...,n—1 gegeben ist. Fiir den niichsten

Zyklus gilt u = u™". Dies kann nun verallgemeinert und auf beliebige
Diffusionsfilter angewendet werden, die ein explizites Schema des Typs

T = (I + 1 A(uP))uf (3.27)

mit einer negativ semidefiniten, symmetrischen Matrix A besitzen. Die Zeit-
schrittgrofe 7 wird dabei durch 0 < 7 < p(A(u*)) eingeschriinkt, wobei p
den Spektralradius p(A) := max|\;| von A beschreibt. Dies sichert wegen der
Symmetrie von A die Stabilitéi‘zc in der euklidischen Norm. Es lasst sich das FSI
Schema

u™ M = o (I + TAW™F))u™F + (1 — ag)u™ 1 (3.28)
mit u™ =m0, = % fir k= 0,...,n — 1 fiir beliebige Diffusionsfilter

ableiten. Es zeigt den m-ten Zyklus der Léange n. Durch Wiederanwenden des
Zyklus erreicht man die gewiinschte Stoppzeit. Aufgrund der Symmetrie von
A ist jede Iteration in einer entsprechenden Norm stabil [5]. Man sieht nun,
dass das FSI Schema im eindimensionalen Fall dquivalent zum FED Schema
ist, da beide dquivalent zum Box-Filter By, sind.
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Im Fall von nichtlinearen Problemen bietet FSI allerdings wesentliche Vorteile
gegeniiber FED, da FSI durch die semi-iterative Struktur nichtlineare Aktua-
lisierungen der Matrix A wahrend eines Zyklus zuldsst. Auflerdem miissen die
Teilzeitschritte bei FSI nicht neugeordnet werden, da schon 0 < 7 < p(A) fur
die Teilzeitschritte 7; gilt.

Wie in [B] nachzulesen ist, ist dies nicht das einzige Gebiet, auf dem FSI An-
wendung findet. Das Schema wird auch fiir andere Probleme verwendet wie
zum Beispiel zum Losen von linearen Gleichungssystemen, konvexen Optimie-
rungsproblemen und sogar von bedingten konvexen Optimierungsproblemen.

3.2 Osmose

3.2.1 Diskretisierung

Um ein analoges System fiir den Osmosevorgang zu erhalten, wird die Drift-
Diffusionsgleichung (1.18) diskretisiert. Wie bei der Diffusion werden finite

Differenzen benutzt und man erhalt fir

Ou = Au — div(d - u)

3.29
= Oyt + Oyt — Oy (dyu) — Oy (dau) (3.29)
die rdumliche Diskretisierung
D= u _% _ % _ dl,iJr%,j n dl,ze%,j B d2,i,j+% n d2,i,jf%
hy R 2h 2hy 2hs 2hs
1 d1,¢+§,j 1 dl,if%,j

it15 | =™ — i-15 | =5 3.30
TUjt1,5 (h% 2 + Ui, h% + o, ( )

Ny i _ dQ’i’j+% o i + d2,i,j7%
1,5+1 hg 2h2 1,7—1 h% 2h2 )

mit u; ; als Approximation im Punkt ((i — $)h1, (j — 3)h2) ", k1 und hy als die
Schrittweiten in -, bzw. y-Richtung und d = (dy, d»)". Nutzt man homogene
Neumann-Bedingungen und setzt man die Drift-Vektoren iiber die Grenzen auf
Null, so gilt dies auch fiir die Randpunkte. Im Folgenden werden nur Drift-
Vektorfelder d = (dy (), dy(x))" benutzt, die

2 2
di(z)| < —, |do(z)| < — VzeQ (3.31)
Iy ha

geniigen.
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Fiir ein positives Bild v erhélt man eine diskrete Approximation seines ka-
nonischen Drift-Vektorfeldes d = % zwischen den Gitterpunkten durch

d 2(’Ui+1,j - Ui,j) o Q(Ui,jﬂ - Ui,j)

. l P— ] l - ’
BERT Ty (v vig)] I ha(viga + o)

(3.32)

Man kann somit (3.30) als gewohnliches Differentialgleichungssystem sehen
und als Matrix-Vektor-Produkt

Oru = A - u(t) (3.33)
mit
u(0) = f (3.34)
als Anfangsbedingung schreiben, wobei die Bilder v und f durch die Vektoren
u, f € RP mit einfacher Indizierung dargestellt werden, p := N- M ist dabei die
Pixelanzahl der Bilder. Durch die Drift-Vektoren wird A zu einer unsymmetri-
schen p x p-Matrix, was einen wesentlichen Unterschied zum Diffusionsszenario
darstellt, da Diffusion zu symmetrischen Matrizen fiihrt. Da die Gewichte der
vier Nachbarn von u; ; in mit der Einschrankung von (3.31]) positiv sind,
hat A nichtnegative Eintrage auferhalb der Diagonalen. Auferdem addieren
sich alle Spalten von A zu Null auf und A ist irreduzibel

Auch hier werden zwei Arten der zeitlichen Diskretisierung betrachtet. Der
einfachste Fall ist das explizite Schema

wFtl — uk

= AP (3.35)

T

mit 7 > 0 als Zeitschritt und k als Approximation der Zeit k7. Mit P := I+7A
wird daraus

uftt = P u”. (3.36)
Fiir dieses Schema ergibt sich aus (3.30) nach Umstellen und Neusortieren
k+1 _ .k T (& k k
ij — Uiyt 5] (ui+1,j — 2u;; + Uiq,j)
T (K k k
+ 12 (ui,j+1 —2u;; + ui,j—l)
2 (3.37)
T k k k k
+ 2_1 (dl,z—%,j(ui—l,j + Uz]) - dl,i—}—%,j (Uz‘+1,j + Uz])
T k k k k
+ 2_h2 (d2,z’,j—%(ui,jfl + Uzg) - d2,i,j+%(ui,j+1 + u”)) .

A (3.38)
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gegeben. Um es zu l6sen muss ein lineares Gleichungssystem mit der Unbe-
kannten u**! gelost werden. Falls die Matrix invertierbar ist, kann man das
System wie in (3.36) mit P := (I —7 A)~! notieren.

Es ergeben sich folgende Eigenschaften:

Proposition 3
Sei f € R¥, betrachte

u' = f (3.39)
uttt = Puf (k=0,1,...) (3.40)

mit der (unsymmetrischen) Matrix P € RP*?_ die die folgenden Eigenschaften
erfillt:

(DLO1)  Alle Spaltensummen von P ergeben 1.
(DLO2) P ist nichtnegativ.

(DLO3) P ist irreduzibel.

(DLO4) P hat nur positive Diagonaleintrige.

Dann gelten:

(a) Der mittlere Grauwert py des Anfangsbildes f bleibt erhalten:
1 1
=y wb == "fi=py  VE>0 (3.41)
Pi3 P

(b) Die Positivitdt bleibt erhalten:
ub >0 WVie{l,...,p},Vk>0 (3.42)

(c) Es existiert ein eindeutiger stationdrer Zustand fir k& — oo. Er ist ge-
geben durch den Eigenvektor v € R} von P zum Eigenwert 1, der den
gleichen mittleren Grauwert wie das Anfangsbild f besitzt.

Beweis:
Der Beweis kann in [I3] nachgelesen werden.

O

Damit wird sichergestellt, dass ein Filter den mittleren Grauwert des Ori-
ginalbildes und die Positivitat erhdlt und man die volle Kontrolle iiber den
stationdren Zustand hat.

Wendet man diese diskrete Osmose Theorie nun auf das explizite sowie das
implizite Schema an, sieht man, dass sie nicht nur fiir die parabolische zeitli-
che Entwicklung sondern auch fiir den elliptischen stationaren Zustand genutzt
werden kann:
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Proposition 4
Sei f € R und sei die semidiskrete lineare Osmose Entwicklung

u(0) = f (3.43)
u'(t) = Ault) (3.44)

mit der (unsymmetrischen) Matrix A = (a;;) € RP*P gegeben, die folgende
Eigenschaften erfiillt:

(SLO1)  Alle Spaltensummen von A ergeben 0.

(SLO2) A hat nur nichtnegative Eintrége aufserhalb der Diagonalen.
(SLO3) A ist irreduzibel.

Dann gelten:

(a) Das explizite Schema
uftt = (I +7A)uf (3.45)

erfilllt die Bedingungen (DLO1) - (DLOA4) fiir diskrete lineare Osmose
Prozesse, falls gilt

vie{l,...,p}. (3.46)

(b) Das implizite Schema
(I —7A) u*™ =, (3.47)
erfiillt die Bedingungen (DLO1) - (DLO4) fiir alle 7 > 0.

Bewess:
Auch dieser Beweis kann in [I3] nachgelesen werden.

O

Gilt nun fir die Gittergrofken hy = hy = 1, so ist |di(z)| < 2, |d2(2z)] < 2
und man erhalt aus T < % als Einschréankung fiir die Zeitschrittgrofke
des expliziten Schemas. Diese Einschrénkung macht das explizite Schema der
Osmose doppelt so langsam wie im Falle der Diffusion. Da das implizite Sche-
ma beliebig grofte Zeitschritte zulésst, ist es wiinschenswert einen schnellen
Loser fiir unsymmetrische Gleichungssysteme zu finden. In [13] wurden meh-
rere Loser getestet, darunter SOR, Gauf-Seidel und BiCGStab. Da BiCGStab

das beste Ergebnis lieferte, wird dieser Loser in dieser Arbeit verwendet.
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3.2.2 BiCGStab

Das oben gezeigte explizite Schema ist einfach zu implementieren, braucht
aber sehr lange, um grofie Stoppzeiten zu erreichen, da ein Zeitschritt auf 7 < %

beschrénkt ist um Stabilitdt des Verfahrens zu garantieren. Somit ist es hoch

ineffizient. Auch sind Beschleunigungsverfahren wie FED und FSI, die bei der

Diffusion sehr gute Ergebnisse erzielt haben, hier nicht zu empfehlen. Das Feh-

len der Symmetrie von A fithrt dazu, dass die Erhaltung der Positivitat nicht

garaniert werden kann.

Betrachtet man das implizite Schema

(I — TA)u" =u*, (3.48)

erfiillt es die Bedingungen (DLO1)-(DLO4) von fir alle Zeit-

schrittgrofen 7. Da es bei Osmose auf den stationdren Zustand ankommt, ist
ein Schema, welches grofse Zeitschrittgrofen zulédsst, unabdingbar. Lost man
das parabolische Osmose Schema

w=IT+1A)w (3.49)
fiir den expliziten Fall und
(I —-7TA)w=w (3.50)

fiir den impliziten Fall, sind die Bedingungen (DLO1)-(DLO4) automatisch
erfiillt. Da dadurch die Erhaltung des mittleren Grauwerts des Anfangsbildes f
und der Positivitat gewahrleistet ist, ist die Losung dieses Problems eindeutig.
Zudem kommt, dass beide Gleichungen (|3.48) und zu der rdumlichen
Diskretisierung

Aw =0 (3.51)

der elliptischen Gleichung
Vu—div(du) =0 (3.52)

mit homogenen Neumann Bedingungen &dquivalent sind. Das bedeutet, dass
das Schema fiir jeden stabilen Zeitschritt 7 gegen den korrekten stationéren
Zustand w konvergiert. Da das explizite Schema durch die strenge Zeitschritt-
Beschréankung ineffizient ist, kann ein implizites Schema sehr effizient sein,
sofern es einen schnellen Loser fiir unsymmetrische lineare Gleichungssysteme
benutzt.

Ein solcher Loser ist die BiCGStab-Methode von van der Vorst [12]. BICGStab
ist eine Variante der Konjugierten Gradienten Methode fiir unsymmetrische
Systeme. Obwohl es keine formale Konvergenztheorie dazu gibt, konvergiert

BiCGStab in der Praxis sehr schnell. Im wird die Methode niher
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erlautert. An dieser Stelle ist anzumerken, dass das Programm dieser Arbeit
teilweise Quellcode benutzt, der von Herrn Prof. Dr. Joachim Weickert bereit-
gestellt wurde. Der bereitgestellte Code wird benutzt, um die Rekonstruktion
eines Bildes im Fall der Osmose unter Verwendung des impliziten Schemas
mit der BiCGStab Methode zu berechnen. Er wurde leicht verdndert um sich
in die Struktur einer C+-+-Implementierung einzugliedern. Im Quellcode geht
eindeutig hervor, um welchen Code es sich dabei handelt.
Da der stationére Zustand das Ziel bei den Anwendungsgebieten der Osmose
ist, steht nun die Frage im Raum, welche Stoppzeit bendtigt wird, um diesen
zu erreichen.
Die Konvergenzgeschwindigkeit einer PDE-Entwicklung wird durch ihre hochs-
te Ableitung festgelegt. Bei der Osmose findet sich diese im Diffusionsterm.
Nun weifs man, dass homogene Diffusion dquivalent zur Gaufi’schen Faltung
ist und die Diffusionszeit T im Verhaltnis
L,
T=-0 (3.53)
2

zur Standardabweichung o des Gauf-Filters steht. Um das komplette Bild
abzudecken, sollte o nicht kleiner als die Bilddiagonale sein, welche bei einem
Bild mit N x M Pixeln der Grofse hy x hy die Lange

d:=/(Nhy)2 + (Mhy)? (3.54)
besitzt. Daraus folgt, dass die Stoppzeit mindestens

(Nhy)? + (Mhy)?
2

T —

(3.55)

betragen sollte. Tabelle zeigt die daraus resultierenden Stoppzeiten fiir
verschieden grofte Bilder.
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[terationszahl mit

Bildgrofe T T < & (explizit)
128 x 128 16.384 >130.000

256 x 256 65.536 >520.000

512 x 512 262.144 >2.000.000
1024 x 1024 | 1.048.576 > 8.000.000
200 x 300 65.000 >520.000

300 x 400 125.000 > 1.000.000
500 x 1000 | 625.000 > 5.000.000

Tabelle 3.1. Verschiedene Stoppzeiten fiir unterschiedliche Bildgrofsen mit
Pixelgrofse hy = hy = 1.

In [13] wurden das explizite und das implizite Schema mit BiCGStab fiir ver-
schiedene Bildgréften untersucht. Fiir den Zeitschritt im expliziten Verfahren
wurde 7 = 0,12 gewihlt, im impliziten Verfahren 7 = 10°. Es ergaben sich
folgende Zeiten und Iterationszahlen:

explizit implizit

Bildgrofe | Zeit(s) Iterationen | Zeit(s) Iterationen | Beschleunigung

100 x 115 | 14,689 61.184 0,3179 2 46,2
200 x 230 | 359, 49! 240.115 4,5454 2 79,1
400 x 460 | 4.487,62 948.484 61,909 3 72,5

Tabelle 3.2. Rechenzeiten in Sekunden und Iterationsanzahl fiir verschiedene
Bildgrofen und unterschiedliche Osmose Schemata [13].

Es ist deutlich erkennbar, dass das implizite Schema, welches das nichtsym-
metrische Gleichungssystem mittels BiCGStab 16st, wesentlich schneller ist.
Es erzielt eine Beschleunigung bis zum Faktor 79 gegeniiber dem expliziten
Schema.

1359.49 s ~ 5,99 min

244876 s~ 74,79 min ~ 11 h

1
1
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4 INTERFACE

In diesem Kapitel wird die grafische Benutzerschnittstelle (Interface) sowie
das Framework Qt, mit dem das Programm dieser Arbeit (Editor) entwickelt
wurde, vorgestellt und erklart. Man kann dieses Kapitel auch als Benutzer-
handbuch fiir den Editor betrachten.

4.1 Qt

4.1.1 Urspriinge und Historie

Qt ist ein Framework, welches die systemiibergreifende Entwicklung grafischer
Benutzeroberfliachen (Graphical User Interface, GUI) in der Sprache C+-+ er-
moglicht. Es bietet verschiedene Werkzeuge zur Programmentwicklung an, dar-
unter befindet sich sowohl ein Editor zur grafischen Erstellung des Programms
als auch eine Entwicklungsumgebung. Diese Umgebung ermoglicht es, den glei-
chen Code auf verschiedenen Betriebssystemen zu iibersetzen und jeweils eine
ausfithrbare Datei fiir das System zu erstellen.

Qt wurde Anfang der 1990er Jahre von den zwei Norwegern Haavard Nord und
Eirik Chambe-Eng entwickelt. Die beiden arbeiteten 1990 an der Software-
entwicklung fiir Ultraschallgerdte in einem Trondheimer Krankenhaus. Thre
Software musste allerdings unter Unix, Macintosh und Microsoft laufen, was
fiir sie einen erheblichen Mehraufwand bedeutete. In diesem Zuge beschlos-
sen sie, ein systemiibergreifendes GUI Framework zu entwickeln. Thr Produkt
nannten sie Qt, gesprochen wie das englische Wort "cute”, was iibersetzt siifs,
hiibsch, aber auch pfiffig bedeutet.

Sie griindeten die Firma Trolltech mit dem Hauptprodukt Qt. Diese Firma
wurde in der Zwischenzeit von Nokia und spéater von der finnischen Firma Di-
gia aufgekauft. Momentan ist sie unter dem Namen Qt Company eine Sparte
von Digia [9] [21].
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4.1.2 Entwicklung

In der vorliegenden Arbeit wurde Qt5 mit der Version 5.6.0 benutzt. Sie bie-
tet die Entwicklungsumgebung QtCreator sowie den QtDesigner zur GUI-
Entwicklung an.

QtCreator ist speziell auf Qt-Projekte ausgelegt. In der Programmiersprache
C++ wird dadurch systemiibergreifende Softwareentwicklung erméoglicht. Es
erstellt beim Kompilieren automatisch die entsprechenden Zwischendateien,
die fiir das aktuell benutzte Betriebssystem (Unix, Macintosh, Microsoft) be-
notigt werden und iibersetzt diese mit dem systemeigenen Compiler in aus-
fiihrbare Dateien.

Hat man auf einem Microsoft-Rechner ein Programm entwickelt, mochte aber
zusatzlich, dass es unter Linux lauft, so bendtigt man nur die gleiche Qt-
Version auf einem Linux-Rechner. Man 6ffnet das Projekt mit QtCreator auf
dem Linux-System und kompiliert es. Es wird eine unter Linux ausfiithrba-
re Datei ausgegeben, ohne dass man das Programm komplett neu schreiben
muss. Im schlimmsten Fall sind kleine Anderungen im Quellcode nétig, die den
Sprachspezifikationen der verschiedenen Compiler zuzuschreiben sind.

Da Qt ein universell einsetzbares Framework ist, wurde es auch fiir den vorlie-
genden Editor verwendet. Auf der beiliegenden CD befindet sich jeweils eine
Version fiir Linux und Windows sowie der Quellcode, der unter Linux kompli-
liert wurde.
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4.2 Oberflache

[N Output Window

Please Selecta Mode with File->New

O Practioner © Expert
o
=
W_| s F
Ll
| I O
- o || o

Abb. 4.1. Oberfliche des Editors. Links (a): Mainwindow beim Start mit
dem Wizard im Vordergrund. Rechts (b): Outputwindow.

Choose Numerical Algorithm Choose Numerical Algorithm
Practtioner Choose Mode Expert
e (/,/ T . Diffuson Osmess
(®) Diffusen Fitaring () Osmose: Imaga Clorng iy — O Diffusen Fitaring  (8) Osmose: Imaga Clorng

) Proctitoner O Expert

O Diffusicn Inpainting (O Osmosis: Shadow Removal O Diffusicn Inpainting (O Osmosis: Shadow Removal

<bak | [ Fmsh || came face | [(Mext> || concel <bak | [ Fesh || cae

Abb. 4.2. Schematische Darstellung des Wizards mit seinen Auswahlmoglich-
keiten.

Offnet man den Editor, so sieht man zuerst das Hauptfenster (Mainwindow)
im Hintergrund und den Auswahldialog ( Wizard) im Vordergrund (s. Abb.
4.1{(a)). Uber den Wizard wihlt man den numerischen Algorithmus aus, mit
dem man arbeiten mochte. Dazu gibt es 4 verschiedene Methoden in 2 Modi.
Man kann sich zuerst zwischen dem Practitioner- und dem Expert-Modus ent-
scheiden. Hat man diese Entscheidung getroffen, wahlt man zwischen Diffusion
Filtering, Diffusion Inpainting, Osmosis Image Cloning oder Osmosis Shadow
Removal aus (s. Abb. [1.2)). Die entsprechende Oberfléche 6ffnet sich im Main-
window, sobald man im Wizard auf Finish geklickt hat. W&hlt man im Wizard
nichts aus und schlieft den Dialog, so findet man ein leeres Mainwindow vor,
das links einen Button New beinhaltet. Damit kann man den Wizard wieder
aufrufen. Alternativ findet man in der Mentileiste unter File den gleichen Be-
fehl. Das Tastatur-Kiirzel dafiir ist Strg+N. Hat man einen Diffusions- oder
Osmosevorgang durchgefiihrt, erscheint das Resultat danach in einem externen
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Dialog, dem Ausgabefenster (Outputwindow) (s. AbbJ.I|(b)).

[ Diffusion and Osmosis Editor - O

File Exsmples Edit Windows Help

Expert - Osmosis Image Cloning a8 x

Osmasis Algarithms

® explicit
O Bicastab Image 1 Image 2 Mask

Tools

@D
Time Step Size 0,124 £

A

Using Image Cloning you can
seamlessly copy Image 2 into Image
1. At the pixels, where the Mask is
white, the information from Image 1
is taken, Black Mask pixels indicate
the use of Image 2.

For better understandinghave a
look at the Example “Osmasis Euler
Lagrange”.

The parameter "Total Stopping
Time" indicates how long the
Diffusion or Osmosis Process is
applied.

The parameter Time Step Size™ tells v Load Save Clear Load Save Clear Load Save Clear

Start

Show Drift

Create Mask Invert Mask
Invertimage1 | | InvertImage 2
Draning 8 x
W_| coos ]
1\
-
|| Fil ®
Left Right
L B

Abb. 4.3. Mainwindow mit der Ansicht fiir Osmosis Image Cloning im Expert-
Modus.

Das Mainwindow ist wie in Abbildung aufgebaut.

Oben befindet sich die Meniileiste.

Darunter befinden sich links zwei Dock Widgets, die untereinander angeordnet
sind: Das Widget Tools (s. ), das die Werkzeuge beinhaltet, mit denen
man die Parameter fiir die einzelnen Verfahren einstellen kann; und das Wid-
get Drawing (s. (4.2.3)), das die Eigenschaften des Pinsels festlegt.

Im mittleren Teil des Fensters befinden sich je nach Methodenauswahl bis zu
drei Bilder. Jedes Bild verfiigt iiber drei Buttons, die sich darunter befinden:
Load, Save und Clear. Sie ermdglichen das Laden und Speichern der Bilder
sowie das Loschen der Farbinformationen. Load 6ffnet einen Dialog, der dem
Benutzer erlaubt, Bilder zu 6ffnen. Es konnen Bilddateien der Formate PNG,
JPG, BMP, PPM und PGM ausgewihlt werden. Die Bildgrofse darf dabei 1024
x 1024 Pixel nicht iiberschreiten. Save ermdoglicht das Speichern der Bilder im
PNG- oder PPM-Format. Der Clear-Button 16scht die Farbinformationen, in-
dem er das Bild mit weifser Farbe fiillt.
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[ Diffusion and Osmosis Editor [N Diffusion and Osmosis Editor [ Diffusion and Osmosis Editor

File Examples Edit Help

New Ctrl+h  F=hew & X
Close Ctr+Q

[N Diffusion and Osmosis Editor
File Examples Edit Help

Please Diffusion *» FMew
Osmaosis  »

File Examples | Edit Help

Please Select a Mod Invert Image 1
Invert Image 2

Invert Mask

New

Create Mask from Image 1

Create Mask from Image 2

Show Drift Vector Field

[

[ Diffusion and Osmosis Editor

File Examples Ecit Help

Please Diffusion * Filtering

Osmosis  + Inpainting 1 - Trui rdm
Inpainting 2 - Trui

Inpainting 3 Klein

File Examples Edit Help

Please Select a Mode with F Manual F‘ £

New

[ Diffusion and Osmosis Editor

File  Examples Edit Help

Please Diffusion  * tNEw & x

—

Osmosis b Image Clening Euler Lagrange
Image Cloning 2

Shadow Removal Ball

Shadow Removal Street

Abb. 4.4. Ansicht der Eintriage der Meniileiste

4.2.1 Meniileiste

Abbildung [4.4] zeigt die einzelnen Meniipunkte.

Unter dem Punkt File findet man die Befehle New und Close. Ersteres er-
zeugt einen neuen Wizard, um eine andere numerische Methode auszuwahlen.
Letzteres schliefst das Programm.

Der Punkt Examples 14dt je vier Beispiele zu Diffusion und Osmose. Man
sollte bei den Beispielen darauf achten, dass man vorher die richtige Methode
ausgewdhlt hat.

Edit bringt ein paar Bearbeitungsschritte mit sich. So konnen die Bilder wie
die Maske invertiert oder aus beiden Bildern eine Maske erzeugt werden. Da-
bei ist zu beachten, dass die Maske an allen Stellen, die im Bild weifs sind,
auch weift ist und an allen anderen Stellen schwarz. Es ist auch moglich, sich
das Drift-Vektorfeld fiir die momentan eingestellte Methode anzeigen zu lassen.
Dabei wird die Richtung der Vektoren durch verschiedene Farben gekennzeich-
net (vgl. Abb. [4.5)).

Unter dem Punkt Help 6ffnet sich mit Klick auf Manual eine PDF-Datei mit
diesem Kapitel der Arbeit als Benutzerhandbuch.

Als Beispiel zeigt Abbildung [4.5 wie zuerst mit dem Pinsel in das erste Bild ge-
zeichnet wurde und daraus mittels Create Mask die Maske generiert wurde.
Dann wurden das Bild sowie die Maske invertiert. Als Letztes sieht man die
Visualisierung des Drift-Vektorfeldes, nachdem man Osmosis Shadow Removal
ausgewahlt und das Ball-Beispiel geladen hat. Es ist deutlich erkennbar, wo
die Drift-Vektoren auf Null gesetzt wurden.
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Image 1 Mask

Load Save Clear Load Save Clear

Image 1 Mask

Load Save Clear Load Save Clear

Image 1 Mask DriftR

Load Save Clear Save

Load Save Clear

Abb. 4.5. Beispiel der Buttons Create Mask, Invert und Show Drift.
Oben: Nach dem Zeichnen in Bild 1 wurde aus dem Bild eine Maske erzeugt.
Mitte: Bild 1 sowie die Maske wurden invertiert. Unten: Visualisierung des
Drift-Vektorfeldes in der Auswahl Osmosis Shadow Removal.
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Osmosis Algorithms
(® explicit

() BiCGStab
Tools

Stopping Time 1000 >

Time Step 0,124 S

Using Image Cloning you can ~
seamlessly copy Image 2 into Image

1. At the pixels, where the Mask is
white, the information from Image 1

iz taken. Black Mask pixels indicate

the use of Image 2.

For better understanding have a

look at the Example "Osmosis Euler
Lagrange”.

The parameter "Stopping Time"
indicates how long the Diffusion or
Osmosis Process is applied.

The parameter "Time Step Size” tells

us how much time elapses in one W

Start
Show Drift
Create Mask Invert Mask

Invert Imagel Invert Image 2

Abb. 4.6. Ansicht der Tools fiir einen Osmose Algorithmus im Expert-Modus

4.2.2 Tools

Die einzelnen Parameter der Gruppe Tools passen sich der vorherigen Aus-
wahl im Wizard an. Im Expert-Modus kann man zusatzlich auswahlen, mit
welchem Algorithmus das Bild bearbeitet werden soll.

Darunter findet sich eine Textbox, die zu jeder Auswahl eine kleine Erklarung
liefert. Abbildung zeigt die Parameter und Auswahlmdoglichkeiten anhand
des Beispiels Image Cloning im Expert-Modus. Diese werden im Einzelnen in
beschrieben.

Der Button Start ldsst den gewéhlten Algorithmus mit den eingestellten Pa-
rametern starten. Das kann je nach Rechenleistung des Computers und den
Einstellungen etwas dauern. Wahrenddessen kann das Programm nicht weiter
genutzt werden. Ist der Rechenprozess zu Ende, wird das Resultat als Bild im
Outputwindow ausgegeben.

Die restlichen Buttons sind dquivalent zu den Befehlen unter Edit, wobei der
Button Create Mask eine Maske aus dem ersten Bild erzeugt. Der Titel die-
ses Widgets gibt immer an, in welchem Modus man sich gerade befindet und
welche Methode ausgewéhlt wurde.
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4.2.3 Drawing

Abbildung[4.7)zeigt das Dock Widget Drawing. Hier werden die Eigenschaften
des Pinsels, mit dem man in die Bilder zeichnen kann, eingestellt. In die beiden
Bilder kann mit Farbe gezeichnet werden, in die Maske nur mit schwarz-weifs.
Zeichnet man in die Maske mit einer von weifs verschiedenen Farbe, erscheint
diese automatisch als schwarz.

Die 6 kleinen, bunten Buttons bieten einen Schnellzugriff auf die Grundfar-
ben schwarz, weif, rot, gelb, blau und griin. Der Button Colors 6ffnet einen
Farbdialog, indem man eine Farbe mittels ihres HTML Codes oder iiber den
Farbwihler auswihlen kann (s. Abb. [4.7). Der Button Fill fiillt das erste Bild
komplett mit der dariiber angegebenen Farbe aus. Der Slider rechts gibt die
Pinselgrofe an. Zusétzlich besteht die Moglichkeit, links oder rechts neben
dem eigentlichen Pinselstrich einen Weiteren zu zeichnen. Dazu wird eine oder
beide der Checkboxen unten links bzw. rechts ausgewéhlt. Die Farbfelder da-
neben geben an, in welcher Farbe diese Nebenlinien gezeichnet werden. Diese
lasst sich &ndern, wenn man auf die Buttons Left und Right klickt, die einen
Farbdialog 6ffnen.

Right

ccccccccccc s [0 2
- S
I va:
dd o Custam Colors e (o

Drawing =0 I — =
EEEEEEED
W e [T s ‘
| HHHEES
N Fill . --15‘2?“‘?['['
.

Abb. 4.7. Drawing. Links (a): Zeichenwerkzeuge. Rechts (b):Farbdialog.

4.3 Benutzung des Editors

4.3.1 Expert-Modus

Im Expert-Modus kann unter den Punkten Diffusion Filtering, Diffusion In-
painting, Osmosis Image Cloning und Osmosis Shadow Removal ausgewahlt
werden.

Je nach dem, welche Wahl getroffen wurde, werden die entsprechenden Ul-
Elemente im Mainwindow angezeigt. Die Abbildungen .8 und [4.9] zeigen die
Ansichten des Mainwindows fiir Diffusion und Osmose.
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Diffusion Filtering

Entscheidet man sich fiir den Punkt Diffusion Filtering, wird dem Anwender
eine Oberflache angezeigt, die ihm ermdglicht, auf ein Bild homogene Diffusion
anzuwenden.

Es wird ein Bild gezeigt, man kann den Algorithmus wahlen, mit dem gerechnet
werden soll und die Parameter einstellen.

Diffusion Inpainting

Unter dem Punkt Diffusion Inpainting werden dem Benutzer zwei Bilder an-
gezeigt, Bild 1 und die Maske. Die Maske ist ein schwarz-weift Bild, deren
weile Pixel indizieren, dass in den entsprechenden Pixeln des Bildes 1 diffun-
diert wird. Die Pixel, die den schwarzen Pixel der Maske entsprechen, bleiben
wahrend des Diffusionsvorgangs unveréndert. Auferdem kann man den Algo-
rithmus sowie die Parameter einstellen.

Parameterwahl: Diffusion

Bei den beiden oben genannten Verfahren kann gewahlt werden, welcher Al-
gorithmus (lexplizit, [FED| [FSI) benutzt werden soll. Dabei kénnen folgende
Parameter eingestellt werden:

Stopping Time: Die Stoppzeit gibt an, nach welcher Zeit der Diffusionsvor-
gang enden soll.

Time Step: Der Zeitschritt besagt, wie grof ein einzelner Zeitschritt ist.
Aus Stabilitdtsgriinden darf er 0.24 nicht iiberschreiten (s.

Rl 3)
Nr. of cycles: Die Anzahl der Zykel gibt bei FED und FSI die Zahl der
auferen Zykel an, die durchlaufen werden.

Die Zahl der Iterationen hiangt davon ab, ob man das explizite Verfahren oder
FED bzw. FSI wihlt. Als Beispiel benotigt eine Stoppzeit von 1000 mit Zeit-
schritt 0,24 im expliziten Fall mindestens [1000/0,24] = 4166 Iterationen.

Im Fall der beschleunigten Diffusion wird die Anzahl der Iterationen wie folgt
festgelegt. Zuerst muss bestimmt werden, wie viele Teilzeitschritte in einem
auferen Zykel gemacht werden. Diese Anzahl bekommt man {iber die Formel

n = [0.5- <\/1 +24L — 1>J + 1 mit 7" als Stoppzeit und m als Anzahl der

aufseren Zykel, sie ergibt sich aus den Algorithmen fiir FED und FSI. Hat man
diese Zahl ermittelt, ergibt sich die Iterationszahl als n - m. Fiir eine Stoppzeit
von 1000 ergeben sich somit bei 5 dufseren Zykel 35 -5 = 175 Iterationen.
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File Examples Edit Help

Expert - Diffusion Filtering

Homogeneous Diffusion Algorithms
@ explicit

() FED

O st

Tools
Time Step 0,240 =

Diffusion Filtering blurrs the Image 1.
The parameter "Stopping Time"
indicates how long the Diffusion or
Osmosis Process is applied.

The parameter "Time Step Size” tells us
how much time elapses in one iteration,
It may not exceed 0.24

The parameter Nr. of Cycles is used
with the methods FED or FSL It
determines the number of outer cycles
used by these algorithms. A Mumber of
4or 5is usually a good choice.

Start
Show Drift
Create Mask Invert Mask

Invert Imagel Invert Image 2

File Examples Edit Help

Expert - Diffusion Inpainting

Homogeneous Diffusion Algorithms
@ explicit

) FED

() st

Tools

Stopping Time 1000 -

Time Step 0,240 =

Image 1 at the pixels, where the
Mask is white and takes the original
colour value, where the Mask is
black.

The parameter "Stopping Time™
indicates how long the Diffusion or
Osmosis Process is applied,

The parameter "Time Step Size™ tells
us how much time elapses in one
iteration.

It may not exceed 0.24

The parameter Nr. of Cycles is used

Diffusion Inpainting blurrs the ~

with the methods FED or FSL It ]

Start

Show Drift

Create Mask

Invert Imagel

Abb. 4.8. Ansicht des Mainwindows nach Auswahl der Diffusionsfilter. Oben:
Diffusion Filtering. Unten: Diffusion Inpainting.

Invert Mask

Invert Image 2

Image 1

Load

Save

Clear

Image 1

Load

Save

Clear
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Osmosis Image Cloning

Unter dem Punkt Osmosis Image Cloning werden drei Bildflichen angezeigt:
zwei Bilder und eine Maske. Hier hat man die Moglichkeit, zwei Bilder nahtlos
ineinander zu kopieren. An den Stellen, an denen die Maske schwarz gefarbt
ist, wird Bild 2 in Bild 1 kopiert. Als Anfangsbild wird Bild 1 genommen.
Die weifsen Pixel der Maske indizieren die Verwendung der kanonischen Drift-
Vektoren des ersten Bildes und die schwarzen Pixel die des zweiten Bildes.
An der Grenze zwischen weifen und schwarzen Pixeln wird das arithmetische
Mittel der kanonischen Drift-Vektoren beider Bilder genutzt. Dadurch ergibt
sich bei Anwendung des Osmose Filters ein Bild, welches den entsprechenden
Teil des zweiten Bildes in das erste Bild kopiert, ohne dass es eine ersichtlichen
Ubergang gibt.

Osmosis Shadow Removal

Waéhlt man Osmosis Shadow Removal aus, werden zwei Bildflichen angezeigt:
Ein Bild und eine Maske. Um Schatten aus einem Bild zu entfernen, werden die
Schattengrenzen mit schwarz in die Maske eingetragen wahrend der Rest der
Maske weifs bleibt. Es werden die kanonischen Drift-Vektoren des Anfangsbil-
des genutzt, die an den schwarzen Stellen der Maske auf Null gesetzt werden.
Wegen der multiplikativen Invarianz des Osmose-Verfahrens und dem Fakt,
dass Schatten in der Regel multiplikative Veranderungen der Farbe bedeuten,
wird an diesen Stellen die Information, dass das Bild zum Schatten iibergeht
nicht weitergegeben und man erhélt bei geniigend grofier Stoppzeit ein schat-
tenfreies Bild.

Parameterwahl: Osmose

Wie bei den Diffusionsmodi kann auch bei der Osmose der Algorithmus (expli-
zit, BICGStab) gewéhlt werden. Dabei konnen bis auf die Anzahl der Zyklen
die gleichen Parameter, wie bei den Diffusionsverfahren eingestellt werden:

Stopping Time: Die Stoppzeit gibt an, nach welcher Zeit der Osmosevorgang
enden soll.

Time Step: Der Zeitschritt besagt, wie grof ein einzelner Zeitschritt ist.
Aus Stabilitatsgriinden darf er im expliziten Fall 0.124 nicht

iiberschreiten (s. Kapitel 3|). Im impliziten Fall, also wenn

man BiCGStab ausgewéhlt hat, darf der Zeitschritt beliebig
grof sein. Man sollte allerdings beachten, dass er nicht grofser
als die Stoppzeit ist.

Hier ergibt sich die Anzahl der Iterationen im expliziten wie im impliziten
Fall als der Quotient von Stoppzeit durch Zeitschritt.

48



File Examples Edit Help
Expert - Osmasis Image Cloning 04

Osmosis Algorithms

® explicit

() BicGstab

Tools

SETE
TimeStep 0,124 s
Using Image Cloning you can ~

seamlessly copy Image 2 into Image
1. At the pixels, where the Mask is
white, the information from Image 1
is taken. Black Mask pixels indicate
the use of Image 2.

For better understanding have a
look at the Example "Osmaosis Euler
Lagrange”.

The parameter “Stopping Time"
indicates how long the Diffusion or
Osmosis Process is applied.

The parameter Time Step Size” tells
us how much time elapses in one v

Start

Show Drift

Create Mask Invert Mask

Invert Image1 Invert Image 2

File Examples Edit Help
Expert - Osmosis Shadow Removal & X

Osmosis Algorithms

® explicit

() BicGStab

Tools

Stopping Time:
Time Step  |0,124 ¥

Osmosis Shadow Removal lets you
remove Shadows in Image 1 You

need to outline the shadow borders
with black in the Mask, whereas all
other pixels stay white,

For better understanding have a

look at the Example "Osmosis

Shadow Removal Ball”,

The parameter "Stopping Time"
indicates how long the Diffusion or
Osmosis Process is applied.

The parameter Time Step Size” tells

us how much time elapses in one
iteration. v

Start

Show Drift

Create Mask Invert Mask

Invert Image1 Invert Image 2

Image 1

Load

Image 2

Save Clear Load

Save Clear

Image 1

Load

Save Clear Load

Abb. 4.9. Ansicht des Mainwindows nach Auswahl fiir Osmose. Oben: Os-

mosis Image Cloning. Unten: Osmosis Shadow Removal.
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4.3.2 Practitioner-Modus

Wird im Wizard statt dem Expert-Modus der Practitioner-Modus gewéhlt, so
erscheint die gleiche Auswahl wie vorher. Allerdings wird man zu einer verein-
fachten Oberflache des Mainwindows geleitet.

Wie im Expert-Modus erscheinen der Auswahl entsprechend eine, zwei oder
drei Bildflachen (vgl. Abb. und [£.9). Es gibt jedoch keine Algorithmen-
Auswahl. Bei den Diffusionsverfahren wird das [FSI Verfahren und bei den
Osmosverfahren das Verfahren angewendet.

Dabei kann man jeweils den Parameter Strength beeinflussen, welcher der to-
talen Stoppzeit entspricht und aus Griinden der Benutzerfreundlichkeit umbe-
nannt wurde. Die anderen Parameter werden automatisch wie in Tabelle [4.1]
eingestellt. Diese Einstellungen erfolgen aufgrund der Stabilitatskriterien von
[Kapitel 3] im Fall der Diffusion, im Fall der Osmose wird ein von der Stopp-
zeit abhéngiger Zeitschritt berechnet, um zu verhindern, dass die Stoppzeit
versehentlich kleiner als der Zeitschritt gewahlt wird.

Diffusion Osmose
Zeitschrittgrofe 0,24 Stoppzeit /5
Anzahl der Zyklen 5 -

Tabelle 4.1. Parametereinstellung Practitioner

4.4 Beispiele

In diesem Abschnitt werden verschiedene Beispiele dargestellt, wie der Editor
genutzt werden kann.

Als Beispiel fiir Diffusion Inpainting dient Abbildung [£.10] Sie beschreibt, wie
die Anordnung der Pixel in der Inpainting Maske das Resultat beeintrachtigt.
In Abbildung . 11| wird gezeigt, wie das Drift-Vektorfeld visualisiert wird. Statt
die Vektorfelder bei Farbbildern fiir alle drei Kanile anzuzeigen, wird aufgrund
ihrer Ahnlichkeit nur das Drift-Vektorfeld des roten Kanals verwendet.
Schlieflich werden in den Abbildungen [4.12] und [4.13] die kanonischen Drift-
Vektorfelder mit den bearbeiteten Feldern verglichen.

Es ist spannend zu sehen, wie sich die Drift-Vektorfelder im Fall des Shadow
Removal verhalten. Abbildung zeigt eindeutig, dass im Drift-Vektorfeld
der Schatten nur durch seine Grenzen definiert ist.
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invetinoge | [ invertivose2

Abb. 4.10. Diffusion Inpainting mit Masken und Ausgaben. Oben: Trui mit
einer Maske aus 5% der Pixel, zufallig angeordnet. Mitte: Trui mit einer Maske
aus 5% der Pixel, sinnvoll angeordnet. Unten: Klein mit sinnvoll angeordneter
Maske.
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3 piffusion and Osmosis Editor

File Eamples Edit Help
Expert - Osmosis Shadow Removal & x

Osmass Algorithms
O expldt

@ sicastab

Tools

Stopping Tme | 300000 5
Tmestep  [100000,000 %]
Osmosis Shadow Removal lets you A

remove Shadows in Image 1. You
need to outine the shadow borders

with black n the Mask, whereas al
other pixels stay white.

The parameter “Stopping Time" Load I [ save I [ Clear [ Load ] [ save ] [ Clear

us how much tme elapses in one
iteration v

DriftR

Drawing =
S ]
u_

] b = \

oo
[

Abb. 4.11. Shadow Removal. Beispiel Street mit Drift-Vektorfeld und Aus-
gabe. Die schwarzen Stellen in der Maske geben an, wo das Drift-Vektorfeld
auf Null gesetzt wurde.
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W Diffusion and Osmosis Editor

File Eamples Edit Help
Expert - Osmosis Shadow Removal & x

Image 1 Mask

Osmosis Algorithms
O expldt

@® sicastab

Tools

Stopping Time:

Osmosis Shadow Removal lets you A
remove Shadows in Image 1. You

need to outine the shadow borders
with blackin the Mask, whereas all

Shadow Remoual Bal". Load ] [ Save I Clear ] [ Load I Save ][ Clear

us how much tme elapses in one
iteration v

Drawing & X
W s [0
u_ ——

] b

oo
[

Abb. 4.12. Shadow Removal. Beispiel Ball mit Vergleich der Drift-Vektoren.
Unten rechts sieht man das kanonische Drift-Vektorfeld des Anfangsbildes,
unten links das bearbeitete Drift-Vektorfeld mit Schattengrenzen.
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Abb. 4.13. Image Cloning. Beispiel Nane mit Vergleich der Drift-Vektoren.
Die untere Reihe zeigt die Drift-Vektorfelder zu den entsprechenden Bildern
Das Feld unten links zeigt das ineinanderkopierte Drift-Vektorfeld.
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5 FAZIT UND AUSBLICK

5.1 Fazit

Im Rahmen dieser Arbeit wurde erfolgreich ein leicht zu bedienender, benut-
zerfreundlicher Editor entwickelt, um Osmose fiir die Schattenreduktion und
fiir das nahtlose Ineinanderkopieren zweier Bilder anzuwenden. Zusétzlich kann
damit homogene Diffusion sowie diffusionsbasiertes Inpainting genutzt werden.
Durch die Trennung in die Modi Expert und Practitioner wird ein breites Spek-
trum an potentiellen Benutzern angesprochen. Durch seine Bedienerfreund-
lichkeit ermoglicht der Editor allgemeinen Anwendern (Practitioner) die einfa-
che Verbesserung bzw. Bearbeitung von digitalen Bildern. Zudem bietet er im
Expert-Modus anspruchsvollen Nutzern umfassende Gestaltungsmdoglichkeiten
angesichts der Algorithmenauswahl und Parametereinstellung.

Da der Editor Funktionalitdten besitzt, um selbst mit dem Pinsel zu zeichnen,
besitzt er auch einen kiinstlerischen Mehrwert und engagierte Kiinstler konnen
durch Anwendung der verschiedenen Verfahren auf ihre Zeichnung interessante
Werke entstehen lassen.

5.2 Ausblick

Der Editor kann auf verschiedene Arten weiterentwickelt werden.

Zuerst kann das Spektrum der genutzten Verfahren erweitert werden. Das
bedeutet, das weitere Diffusionsfilter zur Bildverarbeitung angeboten werden
konnen. Insbesondere nichtlineare anisotrope Diffusion stellt ein interessantes
Anwendungsgebiet dar.

Um den Editor dahingehend weiterzuentwickeln, miissten entweder verschie-
dene Diffusionstensoren schon vorprogrammiert sein, sodass der Nutzer nur
einen auswahlen muss und die entsprechenden Parameter einstellt; oder aber
man entwickelt eine Oberfliche, die es ermdglicht, eigene, benutzerdefinier-
te Diffusionstensoren einzugeben. Diese sollte die theoretischen Eigenschaften
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des Skalenraumkonzeptes fiir die nichtlineare anisotrope Diffusion priifen. Eine
solche Umgebung kann automatisch auch auf lineare und nichtlineare isotrope
Diffusion angewandt werden.

Dann konnen die numerischen Verfahren parallelisiert werden. Dies ermoglicht
ihre Berechnung zum Beispiel auf einer Grafikkarte und bietet dadurch ei-
ne starke Beschleunigung. Damit wird eine interaktive Benutzung des Editors
ermdglicht und gerade im Fall der Osmose wird dies zu einer interessanten
und anspruchsvollen Aufgabe, da im impliziten Fall ein unsymmetrisches Glei-
chungssystem zu l6sen ist.

Des Weiteren kann der Osmosefilter in schon bestehende, professionelle Bildbe-
arbeitungsprogramme eingebunden werden. Diese Programme bieten oft eine
Moglichkeit, eigene Plug-Ins zu entwickeln, diese selbst zu nutzen und sie zu
verbreiten.
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ANHANG A

Das BiCGStab-Verfahren

Die Herleitung des Verfahrens wird z.B. in [6] beschrieben.
Sei das lineare Gleichungssystem

Ax =b (A1)

mit einer reguliren Matrix A € R™*" gegeben. Die Losung von (A.1)) kann wie
folgt bestimmt werden:

1. Wihle Startvektor 2% € R”, setze 70 := b — Az?, p° := r".
2. Wihle 7% mit (r%,7%) £ 0.

3. firk=0,1,2--

(k)

Xk = Taph )
sk =1k — oy ApF;
. (AsFsky
Wi+1 = (AsF Asky»
o= 2k 4 app® 4w Y
rhtl = sk — w1 AP
O (,’,,k+17,’20> .
B = :

Wk+1 <Tk7720> ’

prH =R 4 By (P8 — wia ApF);

Ein mégliches Abbruchkriterium ist ||r*|| < e.
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